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Abstract: Crown Crown (§3) i a graph that kas the number qf vertices Zn and the number qf
adees are win— L) with n = 3, € intepers. Suppose that dg, Ay v, Ay are sigen values gf a
mertrix and Ay Ay )y - mi{dy) are the multiplhicity gf each A, so the spectrum gf a graph
cian e axprezzed as @ maiin 2 X n whose iine @lamanis arédy, Az ve, Ay 0 the first row; and
Ay Az, o A in the second row In this paper, we will discuss spectrums from
adiacency matrices and laplacian matrix spectrums qf 59,

Eeywords: crown graph, age value, muitiplicity, specirums

Abstrak: Grgf Mahkota atau Crown graph (5% merupakan graf yang mempunvai jumiah
simpulmya 2n dan jumiah bunempa nin — 1) depan v = 3, n e hilangan bular. Misalkan
Aye dgy e o Ay, adalah nilai-nilal eigen dard suafn matiks dan mllg ) midz), . midy) adalak
mulfiplizitas dari masing-masimg A, maka  spectrum sugh gral dapat dinpataokan dengan
marikr beromds I ¥ m venmg elemen barimmya Ay dge .. A, pada baris pertoma, dam
mdyg midz), . M) pada baris kedug. Pada penelitian i aban dibahar spectrum dari

Eate knmei: crown graph, svaf mahkota, multiplizitas, nilaf eigen, Specirums

I. PENDAHULUAN

Graf Mahkota atau senng disebut Crowm graph
dinotasikan dengan 5. Graf Mahkota didefinisikan
{%0: %10 e Xn—1s ¥es Fre voe s ¥n—1 } dan himpunan busuar
{(mpy0o<ijsn—1i#j} dengan nz
3nebilangan buolat. Graf mahkofa juga dapat
didefimmkan sebagai graf bipartit kompht (K ,)
dengan menghilangkan simpul horisental [1].

Dan definisi tersebut diketzbw babwra jomlah
simpul pada 57 adalah Zn dan jumlah busumya
adalah nin — 1) dengan n = 3,n ¢ bilangan bulat.
n=3456..,n adalah & 810,12, ....2n
Sedangkan jumlah busumya adalah 6,12, 20,30,
....niln— 1) [2]. Beberapa Graf Mahkota dapat
dilihat pada Gambar 1.

Terdapat kasus klmsus dan 52 vaitu untuk 57
dengan & simpul membentuk sebuah cycle,
sedangkan wntuk 5] dengan 8 simpul merupakan
isomorfis dari praf cube [2].
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Mizalkan Ay, A3, .., 4y adalah milai-mla eigen
dan soatu matrks dan  m(4, ), m{i,), ...mi{d)
adalah mmaltiphsitas dan masing-masmg 4, maka
spectrum suatun graf & dapat didefimisikan sebagai
hmponan mila-mlal eigen vang dituliskan dengan
multplisitasnya[3]. Spectrom  dimvatzkan dengan
matriks berorde 2 Xxwm vang elemen bansmya
Aprdar o dy pada bans pertama, dan
midy ) m{d:), ., m{d,) pada bans kedua. Tika
wrufan mlal Ay = A = - = 1, maka spekinm suatn
matriks dapat dituliskan-

Ay da w  Ap )

speca@=(, 00 O

II. METODE PENELITIAN

Metode penelifian vyang dizumakam dalam
dan spectrum laplacian pada Graf Mahkota (52).
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Makalah dan buku vang berkatan dengam
spectrumy dan spectrom laplacian  dipelajam,
selanjutnya hasil studi literatur tersebut digumakan
formal untok menemukan bentuk umum spectrum
dan spectrum laplacian pada Graf Mahkota (52
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III. HASIL DAN PEMBAHASAN

Pembahasan bentuk vmmm spectum dan spectom
laplacian pada Graf Mabkota (5)) akan diuraikan
dalam bentuk tecrema dan disertai buktimya. MNamun
Sebelumnya akan dilihat pola dan spectum dan
spectium laplacian pada Graf Mahkota (50

A. Menemukan Pola Spectrum dam Spectrum
Laplacian Pada Graf Mahkota [Sﬁ}

1. Graf Mahkota 53

Graf Mahkota 57 dapat dilthat pada Gambar 2.
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Gambuar 1. Graf Mahkota 52

Diperoleh matriks ketetanggaan dan 5J:

AlsS) =

[l == = =]
[l =l == =]
(=T o = R = =]
(=== o = |
(=== = N
00 00 e e

'_I

persamaan polynomial karakteristik 55 -
P(5) =A% —6aY +94% — 4
=(A+2)A+ 1A -1%HA-2)

py _f—2 —1 1 ‘2
“"””“1{33}_{ - T 1}
Diperoleh matriks laplacian dan 55:

2 0 0 0 -1 -1

0o 2 0 -1 0 -1

ow_| 0 0 2 -1 -1 0

Lls3) = 0 -1 -1 2 0 0O

-1 0 -1 0 2 0

-1 -1 0 0 0 2
persamaan polynomial karakteristik laplacian 55
¢(8f) =A% — 1207 + 544% — 11247 + 1051° — 364
=lA-1FA-3*A-4)

1 3 4
spec L(58) = i 5 g

1. Graf Mahkota 55

Graf Mahkots 5} dapat dilihst pada Gambar 3.
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Gambar 3. Graf Mahkota 52
Diperoleh matriks ketetangzaan dari 5) -
0 00 0 0 1 1 1
0 00 0 1 0 1 1
0 00 0 1 10 1
on_|0 00O O 1 110
Am'j_ﬂll:ll]ﬂﬂﬂ
10110000
11010000
111000 0

diperoleh persamaan polynomial karakteristik 55 -
@(C,) =A% —1245+ 304 — 2807 + 9
=(A+3A+ 1A -107A-3)
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on_(—3 —1 1 3
"*"””""1{5*}_(1 3 3 1]
Dipercleh matriks laplacian dan 5§
L(sg)
3 o0 0 0 0 -1 -1 -1
0 3 0 0 -1 0 -1 -1
o o0 3 0 -1 -1 0 -1
o o o 3 -1 -1 -1
1o -1 -1 -1

laplacian 5}

= A1 — z)la‘:‘ﬂ’(i —6)

D 2 4 6
spec LS = 3 4 1]

3. ErifLIahhntaSE
Graf Mahkota 52 dapat dilihat pada Gambar 4.
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Diperoleh matriks ketetanggaan dan 52-

00000111 1
I',guuun10111
o 000011011
000001110 1
sy_ |0 0O 0D DO 1111 0
"'55}—u1111nnuuu
1011100000
1101100000
||\111u1nnuug)
1111000000

diparolah persamaan polynomial karakteristik

ud
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@(5¥) = A'° — 204% + 701 — 1004* + 651° — 16
A+ 3MA -5 —8)

oy —4 —1 1 4

spec A(s5) = { 1 4 4 1}

Diperoleh matriks laplacian dari 52-

I.[Sg} —

/ 4 0 ] a0 a0 g -1 -1 -1 —1-.1
& 4 O O @ -1 @ -1 -1 -1
] o 4 0 g -1 -1 o0 -1 -1
] ] o 4 0 -1 -1 -1 0 -1
] ] ] 0 4 -1 -1 -1 -1 0
g -1 -1 -1 -1 4 0 0 0 0
-1 0 -1 -1 -1 0 4 0 0 0
-1 -1 0 -1 -1 0 0 4 0 0

l'\_l -1 -1 0 -1 @0 0 0 4 0
-1 -1 -1 -1 @ 0 0 0 0 4

¢.[5;’]| =AY — 403* + 7004% — 704047
+ 44870 A% — 1880484°
+ 5184604* — 90720043
+ 914£254% — 40500041
=AA-3YA-5%1—-8)

dari Graf Mahkota diatas dipercleh Tabel 1 dan
Tabel 2. Pada Tabel 1 diperoleh bentuk unmims vmbok

spectnmm Graf Mahketa (55 ) yaitu
oy _fl—n =¥ 1 n—1
specatsD=("1" T, .2, 1)
Sedangkan pada Tabel 2 diperoleh bentuk wnmom
mtuk spectrum laplacian dari Graf Mahketa (52
=

_ 0 n-—2 i 2n—2
Sp"!'{sm_h n-1 n—1 1 )
Tabei I Specorum dari Grgf Mahkata

Graf Mahkota Spectrum
57 [—2 -1 1 z]
1 2 2 1
£a -3 -1 1 3
i [ 1 3 3 1.]
5';' -4 -1 1 4]
1 4 4 1
&8 1—-n -1 1 by
1 n—1 n—1
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g B c_ e T __1__2__
frlall (VLR LUESAF R = LILELLE Loaf Rl I
_5';1 [I} 1 3 4]
1Lz 2 1
5 [I} 2 4 6]
1 3 3 1
5 [EI- 3 5 B]
1 4 4 9
oy {U n—2 n 2n— 2]
l n—1 n-—1 1

B. Teorema dan Bukti Formal dari Spectrum
dan Spectrum Laplacian pada Graf Mahkota
(s2).

Teorema 1. Misalkan 5. adalah Graf Mahkota, maka
maka spectum dani 5 adalah
Bukti Formal

1- -1
Spec A(Sz) = [ 1“ n—1 nmn—1

Mizalkan A(5Y) adalzh matriks adjacency dan Graf

Mahkota [4], maka

0 0 0i0 1 1
00 - 010 = 1
sty — [0 0 e 0L A e 0
RS 0o 1 Iiﬂ 0 0
10 = 1.0 0 = 0
11 0io o0
_[: ___________ '_&Lf_‘fu))
“NA(KR) | 0

A(5D) dapat dipartisi memjadi matriks  dan A{K;).
dengan K, adalah graf repuler. Karena elemen A{52)
disusun oleh A(K,) maka nilai-nilai eigen A{5Y)
dapat dibentuk dan A(K,) [3]. Jones (2013) telah
menjelaskan  bahwa septnmm  A(K,) adalah
Spec AlK,) = {ﬂ‘_l e 1}. Multiplisitas A(5")
sama dengan dua kall molthpsitas  A(KL).
dikarenakan A{52) disusun dan dua A(K,) [6].
Misalkan A adalah milai-mlai eigen dari A(K,), &°
adalah milzi-nilai eigen dani A(SY) dan  wy adalah
vektor eigen vang bersesuaman dengan A, kermidian

misalkan x = ﬁi] dan y = {_1:1] Maka umtuk x

diparolah-

e [ @ ACEL N 7Yy
Alfg)x = [.A{Eﬂ] o )w)
A{Kn}-ﬂ)

— \A(KR). vy
A .V
=(i)
—Aix
=A'x
Jadi untuk x diperoleh 4* = A, maka

- mwmhikl=—1, *=1=—1 dengan
mmltiplisitas n — 1.

- unhikk A=n—1,1"=4A=n—1 dengan
mmltiplisitas 1.

Kunudimumukwmury,dipemleh
(1]
ﬂ'l.‘-"n..l'

Als)y = LA[KR} H“"AJ

-Gy

o {R'H:I'vl

_ (AW

_( —-1.wy ‘J

T

= —_:I_jr

=i‘}'

_Tadluntuk].rdlpemleh.l = —A, maka
mk 1 =—-1,1"= —.1_—[ 1) = 1 dengan
mmltiplisitas e — 1.

- mtuk A=n-—1,4° :—ﬂz—l:—{n—lj} =
1 —n dengan multphsitas 1.

sarbuleti hahwa
Spec A(SD) =|{1_n iy :

1 n—1 n—1 nzl]l

Teorema 1. Misalkan 5 adalah Graf Mahkota maka
spectrum laplacian dari 55 adalah
oy _ /0 m—2 n 2n—2
S"""L{S“}_{i n—1 n—1 1 }
Bukti Formal
Mizalkan L(5Y) adalah matriks laplacian dari Graf
Mahkota [3], maka
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LsH =
m=-1) 0 00 -1 -1
0 fn=1) [ | o -1
L] ) P = =]
. L (=) = =) o
[T -1 -1 | {m=1} @ 7}
-1 0 -1 i 6 {n=1) o
-1 -1 - A , :
-1 =1 ¢n & {n—1)
(.'i_f}_:.!?_’..i._._:{-._. )
TN —E, ((n—1M

Dengan metods vang sama dengan pembuktian
Teorema 1, Misalkan A adalah milai-mla eigen dan
L(Ky), A* adalah mlai-mlai eigen dari A(5Y) dan v
adalah wvektor eigen vang bersessaian dengan A.
| i eall
x=(5) dmy = (23,
Maka diperolah
(n—1)0 —A(En)Y "
L(Sp)x ( —A(Ky) {ﬂ—l}l'] [::1]
_ ( (n—1).wv, —A(K, ).vy ]
—A(K, vy +(n—1).wy
1)y —Awy
B (—1.1.11;. +(n— 1).1-,:_)
_ (-1
Wn—1—A)w/
=n—-1-1=x
=A'x
Jadi untuk x diperoleh A* = (n — 1 — 1), maka
- mki=—-1, " ={n—1-1) =—(n—1+
1=s dengan nmltiplisitas #—1.
- ik l=n—1,1"=(r—-1-1) =
[ﬂ-l-(ﬂ-l]]:ﬂ dengan multiplisitas 1.
Kenmdian unfuk vertor y, dipercleh

-1~
159 = (%) ) (o)

_ ( n—1)lvy + A(EK )L wy ]
—A(Ep)wvy — (n—1).wy
_([ﬂ-]].v1+.l.vl,_)
T A=dvy —(n—1)w,
[m—1+4)vy
_k[n—1+.1)—1.rl,_}
=n—-1+i)wy
=A'y
Jadi untuk v diperoleh A* = (n — 1 + 1). maka
- wmhki=—-1, =xn—-1+1) =n—1-—
1) = n — 2 dengan multiplisitas n — 1.
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- wmtuk A=n—1,A"=(rn—-1-41) =
[ﬂ—1+|:ﬂ—1]}22n—ﬂﬂmgan

nmltiplisitas 1.
terbukt balwa
o -2 mn -2
Spae LS = (1 n—1 n—1 1 ]
Bukti lain-
- Y Y [ oY
Liss) = Disg) — AlG5n)
= kI — A(GF)

dengan D{5Y) adalah matrik diagomal 52 dan k
derajat setiap sompul di 5T vaiuk =n—1
L(G,)x = (kI — A(K,))x

= kx—Ax

=(k—1)x
I}Lmanaiadalahmlmmlalmgendanﬂﬂfn}dan

multiplisitas dari (k — A) sama denpan pmitiplisitas
dar1 4.

Eehmggaﬂldapat
miki=1-nmikak—1=(n—
(1 —n) = 2n— 2 (omltiplisitasnya 1)

- mukl=—-1makak—A=(n—1)—
(—1) = n (mmultiphsitasnya n — 1)

m-l-l.-l—‘| m-..'l..--!r_']—l"-.-_‘|"'|_|"'l"|.—
oEdna [N

- I.I.I.I.I.I.I.ﬂ..l’l.— by & o— | oL g

71— 2 (multiphsitasoyva n — 1)
- muki=n—1mikak—1=(n—1)—
(n—1) = 0 (nultiplisitasmya 1)

1) —

terbukt bahwa

D nmn—-2 1 2n—2
5“’"1':32)_[1 n—1 n—1 )
IV. SIMPULAN

Berdasarkan hasil pembahasan, dapat disimpulkan
hahwaspa:t'umﬁrafln'{ahkuta{sﬂ')aﬂalah

Spec A(SD) = {1 = “__11 i _1)
danspa:l:mmlmlauandau Graf Mahkota (5D
adalah

_ ceons 40 m—2 1 2m— 2y
spectonl= n-1 n—1 1 /

Peneliian im mamh dapat dikembangkan la
misaloyva menenfukan spechum dan  spectrum
laplacian pada kelas graf lain pmsaloyva pada graf
shadow, graf fan, gaf koctal, graf matahan dan
sebagainya.
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