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I. PENDAHULUAN

Bentuk umum dari bagan kendali adalah

UCL = μ+Kσ
CL = μ

LCL = μ-Kσ

dimana μ dan σ masing-masing adalah rata-
rata dan standar deviasi dari statistik mutu yang 
digunakan. Dengan mengadopsi paradigma 3 sigma 
bahwa dari sejuta produk yang dihasilkan hanya 
2700 produk yang cacat [1], konstanta K bernilai 
3 jika distribusi dari statistik mutu tersebut adalah 
normal berdasarkan fakta bahwa jika variabel acak 
X~N(μ,σ2) maka 

P(X<μ-3σ atau X> μ+3σ) ≅  0.002700
atau
P(X<μ-3σ) = P(X>μ+3σ) ≅  0.00135
Konstanta K tidak sama dengan 3 jika statistik 

mutu tidak berdistribusi normal, namun dekat 
dengan 3 jika statistik mutu berdistribusi normal 
asimtotis – berdistribusi normal jika ukuran sampel 
menuju tak hingga. Sebagai contoh untuk statistik 
mutu generalized variance dan vector variance, [2] 
memperlihatkan bahwa ketika K = 3 maka nilai 
PFA (probability of a false alarm) jauh dari angka 
0.002700 meskipun untuk n = 100.

Untuk mencari nilai K yang lebih baik, [2] 
melakukan simulasi untuk ukuran sampel n = 5, 
20, dan 100 dan banyaknya variabel p = 3. Dengan 
menggunakan metode simulasi serupa, pada artikel 
ini akan dibahas pencarian konstanta Kp  yang 
diekspresikan sebagai sebuah fungsi Kp = f(n) untuk 
statistik mutu generalized variance.

II. METODE PENELITIAN

Misalkan n21 X , ,X ,X





 sebuah sampel acak 
berukuran n dari populasi berdistribusi normal 
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multivariat Np ( ì ,Σ)  dimana ì  adalah vektor rata-
rata dan Σ adalah matriks kovariansi populasinya. 
Misalkan pula S adalah matriks kovariansi sampelnya. 
Maka (lihat [3]) distribusi eksak dari generalized 
variance S  sama dengan distribusi dari statistik

dimana variabel acak Z1, Z2,  , Zp saling bebas 
dan masing-masing berdistribusi 2÷  dengan derajat 
kebebasan n-1, n-2,  , n-p. Dengan demikian, (lihat 
[4]), didapatkan bahwa

E [|S|] = b1|Σ| dan Var [|S|] = b2|Σ|2
dimana

Sedangkan distribusi asimtotis dari generalized 
variance (lihat [4]) adalah

Karena E [|S|] = b1|Σ| dan Var [|S|] = b2|Σ|2 maka 
bagan kendali untuk generalized variance |S| adalah 

dimana Kp merupakan konstanta pengali yang 
berkaitan dengan p dan merupakan fungsi dari ukuran 
sampel n serta memenuhi paradigma 3 sigma, yaitu 
bahwa: 

A. Simulasi

Tanpa mengurangi keumuman, simulasi 
dilakukan menggunakan data hasil pembangkitan 
dari populasi normal multivariat dengan vektor 
rata-rata vektor nol dan matriks kovariansi matriks 
identitas. Algoritma untuk menentukan nilai Kp 
ini adalah sebagai berikut: 1) Untuk suatu nilai p, 
bangkitkan 100000 (seratus ribu) data berukuran n 
dari populasi berdistribusi Np( 0


,I); 2) Untuk masing-

masing matriks data berukuran n× p itu, hitung nilai 
dari generalized variance yaitu determinan dari 
matriks kovariansi sampel; 3) Urutkan ke 100000 
nilai generalized variance itu dari kecil ke besar;  4)
Dapatkan Q, yaitu nilai generalized variance urutan 
ke 99865; dan 5) Dapatkan konstanta Kp dengan 
formula:

B. Hasil simulasi

Hasil simulasi konstanta pengali untuk p = 2, 
3, 5, 10, 15, 20 dan n = 25, 50, 100, 250, 500, 1000 
disajikan pada Tabel 1.

Tabel 1 Hasil Simulasi Konstanta Pengali

C. Perumusan Model

Untuk suatu nilai p, hasil simulasi pasangan 
terurut (n,Kp) untuk n = 25, 50, 100, 250, 500, dan 
1000 digambarkan diagram plotnya dan ditentukan 
model persamaan Kp  sebagai fungsi dari n. 

Sebagai contoh, untuk banyaknya variabel p = 
5 dan ukuran sampel n = 25, 50, 100, 250, 500, dan 
1000 didapatkan plot pasangan terurut (n,K5) sebagai 
mana disajikan pada Gambar 1.

Gambar 1 Plot hubungan n dan K5

Gambar 1 memperlihatkan bahwa K5 berbanding 
terbalik dengan n, dan karena generalized variance 
berdistribusi normal asimtotis maka                    jika                

    Oleh karena itu model hubungan n dan K5  
bisa dirumuskan melalui persamaan

dengan A dan B adalah dua konstanta positif.

III. HASIL DAN PEMBAHASAN

Pandang kembali model hubungan n dan K5 
dalam persamaan 

                             
dimana A dan B adalah dua konstanta positif. 

Pada bagian ini, akan dicari taksiran dari A dan B 
menggunakan data konstanta pengali K5 dari hasil 
simulasi pada Tabel 1.
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diekspresikan sebagai sebuah fungsi K = f(n) untuk 
statistik mutu generalized variance. 
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Sedangkan distribusi asimtotis dari generalized 
variance [4] adalah 
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Dimana Kp merupakan konstanta pengali yang 
berkaitan dengan p dan merupakan fungsi dari 
ukuran sampel n serta memenuhi paradigma 3 sigma, 
yaitu bahwa 

P(S>
2

21  bKb p ) 0,001350 

A. Simulasi 

Tanpa mengurangi keumuman, simulasi dilakukan 
menggunakan data hasil pembangkitan dari populasi 
normal multivariat dengan vektor rata-rata vektor nol 
dan matriks kovariansi matriks identitas. Algoritma 
untuk menentukan nilai Kp ini adalah sebagai berikut: 

1. Untuk suatu nilai p, bangkitkan 100000 data 
berukuran   dari populasi berdistribusi 
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2. Untuk masing-masing matriks data berukuran 
nxp itu, hitung nilai dari generalized variance 
yaitu determinan dari matriks kovariansi sampel 

3. Urutkan ke 100000 nilai generalized variance 
itu dari kecil ke besar  

4. Dapatkan Q yaitu nilai generalized variance 
urutan ke 99865 

5. Dapatkan konstanta Kp dengan formula  
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B. Hasil simulasi 

Hasil simulasi konstanta pengali untuk p = 2, 3, 5, 
10, 15, 20 dan n = 25, 50, 100,250, 500,1000 
disajikan pada Tabel 1. 

Tabel 1 Hasil Simulasi Konstanta Pengali 
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Gambar 2 Hubungan linier ln(K-3) dan ln(n) 
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Persamaan 1 ekivalen dengan persamaan
                            
Penerapan fungsi logaritma natural pada kedua 

sisi Persamaan 2 mendapatkan
                   
sehingga didapatkan hubungan linier antara 

( )3Kln 5 −  dan ( )nln .

Gambar 2 Hubungan linier ln(K5-3) dan ln(n)
Dengan menggunakan metode kuadrat 

terkecil didapatkan taksiran ( ) 2.908563Aln = atau 
18.33043A = , dan 0.55997B = . Dengan demikian, 

untuk p = 5, konstansa pengali K5 sebagai fungsi dari 
n dituliskan sebagai berikut

( ) 0.55997
5 18.33043n3nK −+=

Menggunakan prosedur yang sama, untuk p = 2, 
3, 5, 10, 15, 17, dan 20 didapat taksiran untuk A dan 
B seperti disajikan pada Tabel 2.

Tabel 2 Taksiran nilai untuk A dan B

IV. SIMPULAN

Pada paper ini sudah dipaparkan mengenai 
pengembangan bagan kendali 3 sigma berbasis 
simulasi untuk pengawasan variabilitas proses 
multivariat menggunakan general variance dengan 
hasil sebagai berikut.

Bagan kendali berupa

dimana 
Óadalah matriks definit positif berukuran p× p 

yang ditargetkan sebagai matriks kovariansi populasi,

Kp adalah konstanta pengali yang berkaitan 
dengan p dan merupakan fungsi dari ukuran sampel n 
yang dirumuskan sebagai                            dengan nilai 
A dan B kedua-duanya bilangan positif.

Konstanta pengali Kp nilainya dipengaruhi oleh p 
selain dipengaruhi oleh n. Dengan demikan konstanta 
pengali merupakan sebuah fungsi dari dua variabel p 
dan n. Akan tetapi pada penelitian ini belum kepada 
pencarian bentuk eksplisit K = f(p,n). Diharapkan, 
pada penelitian selanjutnya didapat model hubungan 
eksplisit konstanta pengali K sebagai fungsi dua 
variabel dari p dan n tersebut.
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Kp adalah konstanta pengali yang berkaitan dengan   
dan merupakan fungsi dari ukuran sampel   yang 
dirumuskan sebagai Kp = 3 + An-B              
dengan nilai   dan   kedua-duanya bilangan positif. 
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variabel   dan  . Akan tetapi pada penelitian ini 
belum kepada pencarian bentuk eksplisit   
      . Diharapkan, pada penelitian selanjutnya 
didapat model hubungan eksplisit konstanta pengali 
  sebagai fungsi dua variabel dari   dan   tersebut. 
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Tabel 2 Taksiran nilai untuk A dan B 

 

IV.  SIMPULAN 

Pada paper ini sudah dipaparkan mengenai 
pengembangan bagan kendali 3 sigma berbasis 
simulasi untuk pengawasan variabilitas proses 
multivariate menggunakan general variance dengan 
hasil sebagai berikut. 
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